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Resumo

Este estudo investiga o Algoritmo das Envoltérias, uma técnica fundamental na anélise
de sistemas dinamicos descritos por equacdes diferenciais ordinarias - EDOs.
Utilizando-se do software GeoGebra, para explorar as familias de curvas através da
representacdo de seus lugares geométricos. As EDOs séo essenciais ha modelagem
de uma ampla gama de fendbmenos naturais e artificiais, e compreensédo de suas
solucdes e propriedades sendo empregue em varios campos cientificos. Empregando
a Engenharia Didatica - ED, como metodologia de pesquisa, este estudo prop6s a
analisar e discutir 0 nosso objeto mateméatico, de modo a auxiliar na construcao
das simula¢Bes no software GeoGebra. Assim, combinando o estudo das envoltérias
com a abordagem da Engenharia Didatica, este trabalho busca fornecer insights que
auxiliem na compreenséo das solu¢des das EDOs. Desta forma, além de discutir o
Algoritmo das Envoltérias, buscamos demonstrar como o GeoGebra pode ser
empregado como uma ferramenta eficaz para visualizacdo e andlise de solu¢cbes de
EDOs. Inferindo assim que a abordagem visual facilitada pelo GeoGebra permite uma
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compreensao intuitiva, enriguecendo o processo de transmissdo do saber
matematico.

Palavras chave: Equacbes Diferenciais Ordinarias; Algoritmo das Envoltérias;
Engenharia Didatica; GeoGebra.

Abstract

This study investigates the Envelope Algorithm, a fundamental technique in the
analysis of dynamic systems described by ordinary differential equations - ODEs.
Using GeoGebra software, to explore families of curves through the representation of
their geometric places. ODEs are essential in modeling a wide range of natural and
artificial phenomena and understanding their solutions and properties and being
employed in various scientific fields. Using Didactic Engineering - ED, as a research
methodology, this study proposed to analyze and discuss our mathematical object, in
order to assist in the construction of simulations in the GeoGebra software. Thus,
combining the study of envelopes with the Didactic Engineering approach, this work
seeks to provide insights that help in understanding ODE solutions. Therefore, in
addition to discussing the Envelope Algorithm, we seek to demonstrate how GeoGebra
can be used as an effective tool for visualizing and analyzing ODE solutions. Thus
inferring that the visual approach facilitated by GeoGebra allows an intuitive
understanding, enriching the process of transmitting mathematical knowledge.

Keywords: Ordinary Differential Equations; Envelope Algorithm; Didactic Engineering,
GeoGebra.

Introducao

Este estudo investiga o lugar geométrico descrito pelas envoltérias, uma
ferramenta fundamental no entendimento das solucbes de equacdes diferenciais
ordinérias - EDO’s.

As EDO’s sdo fundamentais na descricAo e compreensdo de sistemas
dindmicos em diversas areas, desde fisica, engenharia, biologia até a economia. O
algoritmo das envoltorias trata-se de uma técnica poderosa que permite visualizar e
compreender o comportamento qualitativo das solucées de EDO’s (Boyce e Diprima,
2020).

Na fisica, as EDQO’s sdo empregues para descrever o movimento de corpos
e sistemas mecanicos, como péndulos, sistemas massa-mola e osciladores. Por
exemplo, as leis do movimento de Newton podem ser expressas por meio de
equacOes diferenciais que relacionam forga, massa e aceleragao.

O conteddo matematico equacdo diferencial ordinaria € constituido
essencialmente por uma equacdo que envolve as derivadas de uma funcéo

desconhecida de uma variavel.
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Por exemplo, seja y uma funcdo de x e que y’, y”, ..., y™ sejam as suas
derivadas. Uma equacao com F(y', y", ..., y™) = 0 denota uma EDO de ordem n, em
que a ordem corresponde a ordem da derivada de maior grau que aparece na
equacgao, no caso a derivada y" (De Figueiredo e Neves, 1979).

Em relacéo a resolucdo de uma EDO, o mecanismo envolve encontrar uma
funcdo que satisfaca a equacao diferencial dada, sujeita a algumas condic¢des iniciais
ou de contorno (De Figueiredo e Neves, 1979).

Assim, neste trabalho, comegamos com o detalhamento da metodologia de
pesquisa a Engenharia - ED que estruturou a investigacdo acerca do nosso objeto
matematico. A escolha pela ED como metodologia ocorreu devido a sua abordagem
sistematica e estruturada, as suas quatro fases dialéticas, para investigar e
desenvolver praticas de ensino em matematica.

A ED enfatiza a criacdo de situacdes de ensino que promovam uma
compreensao mais profunda dos conceitos matematicos, permitindo aos alunos
participem ativamente da construgdo do seu conhecimento por meio de atividades
desenvolvidas. Essa abordagem orienta o0 planejamento dessas atividades, a
implementacéo e a avaliacdo de intervencdes, visando melhorar a eficacia do ensino
e promover o engajamento dos alunos.

Posteriormente, prosseguimos 0 nosso estudo explorando tanto o conceito
de envoltérias como o algoritmo das envoltérias de modo a ser implementado no
software GeoGebra.

Portanto, o estudo das envoltérias ocorreu de modo a fornecer uma
perspectiva para entendimento do comportamento das solu¢gdes das EDO’s ao longo
do tempo ou de outro parametro relevante. Dessa forma, se espera por meio desse
estudo que as envoltérias auxiliem a “visualizar” como as diferentes solucdes se
relacionam entre si e fornecam insights sobre o comportamento global do sistema

modelado pela EDO.
Aporte tedrico
A metodologia de pesquisa Engenharia Didatica (ED), se originou na Franca,

nos fins dos anos 80, como uma forma de operacionalizar 0s ideais e pressupostos

de investigacéo da Didatica da Matematica - DM.
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A Didatica da Matematica pode ser definida como uma grande area do
conhecimento dedicada a analise e ao aprimoramento dos processos de ensino e
aprendizagem da matemaética.

O foco dessa grande area do conhecimento se encontra na compreensao de
CcOmo 0s conceitos matematicos sdo ensinados e assimilados pelos alunos, bem como
no desenvolvimento de estratégias eficazes para facilitar esse processo. Assim, DM
busca investigar questées como métodos de ensino, materiais didaticos, interacédo
professor-aluno, resolucéo de problemas, entre outros aspectos relevantes para a
pratica educacional em matematica.

Enguanto a DM se concentra na analise e no aprimoramento dos processos
de ensino e aprendizagem da matematica em geral, a ED se trata de uma abordagem
especifica dentro desse campo que busca compreender como 0S conceitos
matematicos sdo construidos pelos alunos e os professores.

Alves, Dias e De Lima (2018) conceituam a Engenharia Didatica (ED) como
uma metodologia de pesquisa que se destaca por ser um esquema experimental
fundamentado em um conjunto de experimentacfes e préaticas didaticas realizadas
em sala de aula.

Artigue (1996) propde que a abordagem da ED compreenda quatro etapas
classicas: concepcao, realizacdo, observacéao e analise de sequéncias de ensino. No
entanto, do ponto de vista da acédo experimental e da temporalidade investigativa,
Artigue (1966) dispde que essas fases foram estruturadas em fases dialéticas: fase
de analises preliminares; fase de concepcao e andlise a priori das situacdes didaticas;
experimentacédo e, por fim, analise a posteriori e validagao (interna e externa) de todo
aparato teorico construido tendo como fim a obtencao de conhecimentos cientificos
sobre o ensino de um assunto.

Na fase inicial delineada pela Engenharia Didatica (ED), conhecida como
analises preliminares, é crucial que o professor compreenda tanto a estrutura atual do
ensino e seus impactos quanto as limitacdes do software para seu uso pedagodgico. A
partir disso, ele pode identificar as principais dimensdes que devem ser consideradas
no estudo do problema e como essas dimensdes se relacionam com o sistema de
ensino (Almouloud, 2007).

De maneira mais concisa, Alves (2018) divide essas dimensdes em trés
categorias principais: epistemologica, cognitiva e didatica. A dimenséao epistemologica

engloba as caracteristicas do conteudo a ser abordado, desde sua evolucao histérica
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até sua fundamentacdo matematica. Enquanto isso, a dimensao cognitiva explora as
caracteristicas cognitivas dos alunos, incluindo as dificuldades que podem enfrentar e
0s obstaculos epistemologicos que podem surgir. Essa andlise busca antecipar as
possiveis concepc¢des dos alunos em relacao ao conteudo trabalhado em sala de aula.
Por fim, a dimensédo didatica investiga as caracteristicas relacionadas ao
funcionamento do sistema de ensino, buscando entender como o conteudo sera
apresentado e assimilado pelos alunos dentro desse contexto (Alves, 2018).

Na segunda fase da Engenharia Didéatica (ED), denominada analises a priori,
0 pesquisador é incumbido de desenvolver e examinar uma série de situacdes
didaticas. O objetivo é facilitar a superacdo dos obstaculos epistemoldgicos que 0s
alunos possam enfrentar em relagéo ao assunto estudado. Essa abordagem visa nao
apenas aprimorar o entendimento dos alunos, mas também validar as hip6teses de
pesquisa elaboradas na fase anterior (Almouloud, 2007).

A terceira fases dialética, a experimentacdo, consiste na implementacéo
pratica das situacdes didaticas planejadas durante a analise a priori. E 0 momento em
que os resultados teoricos sdo colocados em préatica, permitindo a obtencdo de
resultados empiricos que complementam a andlise tedrica (Almouloud, 2007). Durante
essa fase, todo o dispositivo planejado é aplicado na sala de aula, proporcionando
uma oportunidade para verificar a eficacia das estratégias pedagogicas propostas.

Na ultima etapa, a Andlise a Posteriori e Validacdo, ocorre uma investigacao
detalhada sobre a producéo dos alunos, observando seu comportamento durante o
desenvolvimento da sequéncia didatica e utilizando os dados coletados ao longo da
experimentacédo (Artigue,1996). Essa fase baseia-se na analise dos resultados obtidos
na sala de aula, confrontando as previsdes feitas durante a andlise a priori com os
dados observados apés a implementacédo das atividades.

O uso de critérios sistematicos e os pressupostos da ED sdo fundamentais
para permitir esse confronto entre os dados previstos e os dados observados. Essa
abordagem proporciona uma oportunidade de refinamento continuo das praticas de
ensino, permitindo que os educadores ajustem suas estratégias pedagodgicas com
base em evidéncias empiricas.

No entanto, neste texto, nos concentramos apenas nas duas primeiras fases
iniciais da ED, especificamente nas analises a preliminares e a priori, uma vez que as

atividades ainda nao foram aplicadas. Essa fase de planejamento € essencial para
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garantir que as situacdes didaticas sejam cuidadosamente elaboradas e alinhadas aos

objetivos de ensino.
Uma Anélise do Algoritmo para determinar a equagao da envoltéria

As solucbes das EDO’s podem ser agrupadas em diferentes tipos,
dependendo das caracteristicas da equacao e das condig¢des iniciais ou de contorno
fornecidas.

Podemos discutir os principais tipos de solucdes ou familias de solu¢cdes das
EDO’s do seguinte modo: a solucao particular que se refere a uma Unica solugéo
especifica que satisfaz a equacéo diferencial junto com as condi¢des iniciais ou de

contorno especificas fornecidas; uma familia de solu¢ées que inclui todas as possiveis
~ ~ o . o dy _ -
solucbes para a equacao. Por exemplo, na equacao diferencial /dx = x, a familia

) 2 ; o
de solucdes é representada por y = ¥ /2 + C, onde C é uma constante arbitraria que

pode assumir diferentes valores.
A Solugéo geral trata-se de uma expressao geral, que em determinados casos
se pode determinar, e que represente todas as solucdes possiveis da EDO. Por

exemplo, na EDO de primeira ordem dy/dx = f(x), a solucdo geral é representada

por y =F(x)+ C , em que F(x) corresponde a uma antiderivada de f(x) e C € a
constante de integracéo (De Figueiredo e Neves, 1979).

Ainda dispomos da solucédo implicita em que algumas EDOs podem néo ser
resolvidas de forma explicita para y em termos de x, resultando em uma solucéo
implicita. Nesse caso, a solucdo € representada implicitamente pela equacéo
diferencial.

E por fim, a solugcéo singular que em certas situacdes, uma EDO pode ter
solugbes singulares que ndo se encaixam na estrutura geral das solugbes. Essas
solugdes podem surgir quando certas condi¢des especificas sédo atendidas ou quando
ocorrem singularidades na equacéo diferencial.

Nesse contexto, as equacdes das envoltérias surgem como solucbes de
equacOes diferenciais ordinarias associadas a familia de curvas. No entanto, para
encontrar a equacao da envoltdria, € necessario determinar a condi¢do sob a qual a

familia de curvas possui uma solucao singular.
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Em relacéo ao significado geométrico dessas solucdes, se dispomos de uma
familia uniparamétrica de curvas que associa a cada ¢ € R uma curva f(x,y,a) = 0,
temos uma aplicacdo real no espaco das funcdes: a — f(x,y,a) = 0. Em que essa
aplicacéo e cada curva f(x,y, @) = 0 serdo intituladas de envolvidas (De Figueiredo e
Neves, 1979).

Definicdo: Umacurvay = ¢(x), cujos pontos (x, ¢(x)) estao sobre a familia
uniparamétrica f(x,y,a) = 0 e cuja tangente em cada ponto € tangente a uma curva
desta familia € chamada envoltoria (De Figueiredo e Neves, 1979).

Conforme Vilches (2009, p.29) a envoltéria pode ser identificada como
solucao do sistema:

fG,y,2) =0 eq.(1)
{ %(x,y,/l) =0 eq.(2)

Veja que, a equacao (1) consiste na familia de curvas por meio da funcéo f ,
enquanto, a equacdo (2) corresponde a condi¢cdo sob a qual a familia de curvas
solucéo dispbe de uma solucéo singular. Vilches (2009) ainda ressalta que pode ser
gue néo exista a envoltodria relativa a uma dada familia uniparamétrica de curvas.

Exemplo 1: Com a inteng&o de auxiliar o entendimento acerca da definicdo
de envoltdrias, dada a familia de curvas x? + y? + 2(a + 2)y + a?, caso exista vamos
encontrar sua envoltoria.

A equacao da envoltéria advém da resolucao do sistema, proposto por Vilches
(2009):

x2+y2+2(a+2)y +a?2=0
d(x*+y2+2(a+2)y +a?)
da

. ~  d(x? 2 2 .
Como derivando a expressao (tey +2d(j+2)y ) ot y = 0, e substituindo

@ por y na expressao:
x> +y2+2(a+2)y +a?=0.
Portanto temos: x? + y> + 2(—y + 2)y + (-y)? = 0 & x? + 4y = 0 aequagdo

da envoltoria.
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Para um melhor entendimento acerca dessa familia de curvas, e do que seria
a envoltéria, utilizamos o GeoGebra, para a visualizacdo de conceitos, conforme

explanado na figura 1.

Figura 1: Familia de curvas x? + y% + 2(a + 2)y + a?, representadas na cor azul com a
variando de -10 a 10, gerando uma familia de circulos, e envoltéria x? + 4 y representada
na cor preta.

€2 GeoGebra Classic

DN %% 3 ) =P PN ESES

a :
O 10— 10 (3)

2

i

eql:x2+y? +2(2+2)y+22=0

@
@ cq2x+4y=0
+

Fonte: Elaborado pelos autores

Observe, que por meio da figura 1, podemos constatar o significado
geométrico da funcdo envoltéria, que estd tangenciando a todas as curvas geradas
pela expressdo x? + y2 + 2(a + 2)y + a?, e compreender melhor do que se trata o

conceito.
Encaminhamentos metodologicos

Na secao anterior, realizou-se um estudo acerca das definicbes, e dos
conceitos correlacionados ao conceito de Envoltérias, assim se pode deduzir que o
aluno necessita de um bom entendimento acerca de Calculo de Varias Variaveis —
CVV, devido aos mecanismos no algoritmo para encontrar a equagao da envoltoria.

Além disso, se pode constatar o viés defendido por Javaroni (2010) que o

estudo do campo epistémico EDO requer compreenséo da relagdo entre a derivada e
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a taxa de variacao da funcdo de uma familia de curvas, portanto torna-se necessario
entender como a derivada esta relacionada com a taxa de variacao da funcéo e como
isso afeta as equacdes diferenciais.

Portanto, alunos que ndo dominam os conceitos de diferenciabilidade podem
vir a ter dificuldades em visualizar e interpretar as equacdes diferenciais, e por
conseguinte, as envoltorias, limitando assim sua capacidade de aplicar esse
conhecimento em contextos matematicos mais avancados.

Desse modo, torna-se relevante a abordagem dessas dificuldades
epistemoldgicas durante o ensino das envoltdrias, fornecendo uma base sélida nos
conceitos de diferenciabilidade e derivada, e ajudando os alunos a relacionarem esses
conceitos com as envoltérias de forma clara e significativa.

Prosseguiremos com o entendimento acerca da definicdo de envoltorias,

. - 2 . L.
agora com a seguinte a familia de curvas y = % /2 + ax + a?, caso exista a envoltéria

vamos determinar sua fungao.
Exemplo 2: Seja ooy, )= —y+ xz/z + ax + a?,
fl,y,)=0 > —y+ xz/z +ax+a? =0
X2 x?
= —y+(a+5) + Z:O
Derivando em relacéo a x,

0=—y’+(a+;>+ ;@(y’—f)zﬁy:(d—i)

Substituindo, p = y’, temos:

2
y=p*—xp+ % , derivando em relagéo a x,

p=2pp —p+xp'+x &2p(1-p)=x(1-p)e=A-p)x—-2p)=0
Isto &, p' = —1oup =%/,

Se p’' = —1, temos p = x + k originando a solucéo geral da EDO
2 2
dx dx 2

Sep= x/z, temos uma solugao singular dessa EDO.
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y=@) -3+ E =
Portanto, a equacéo y = xz/ 4 trata-se da envoltoria da familia de curvas
y = xz/z + ax + a?.
Assim, retornando ao nosso exemplo, trazemos na figura 2, uma elucidacéo

s A - 2 , . 2
dindmica da familia de curvas y =% /2 + ax + a?. em verde, e sua envoltéria * /4

em vermelho.

. - 2
Figura 2: Familia de curvas y =~* /2 + ax + a?, representadas na cor azul com a

. 1 £ ;. 2
variando de -5 a 5, gerando uma familia de parabolas, e envoltéria * /4 representada
na cor vermelha.

Ble 74 >00O &N =

a=-38

A
e

5 s 5 (§)

f(x) = Xj+ux+a2 * 0“’."“ s
o ¢ o3t \\\%&.’.‘mM o
- 2 sace (o . S \\,‘:o:o:«:o:o:o}&o:'%. /
WO,
; NI
0 - AN

1

Fonte: Elaborado pelos autores

Por meio do GeoGebra, podemos compreender que a familia de curvas y =

ax +a vari ue su \Y; i u
x o+ + a? representa varias parabolas e que sua envoltdria serd uma parabola

x2/4 suficientemente maior, de modo a tangenciar pelo menos em um ponto, todas
curvas geradas por essa familia.

Por meio do exemplo apresentado, podemos constatar outros obstaculos
epistemoldgicos, que possam vir a ser desenvolvidos conforme assinalados por
Javaroni (2010), dentro da perspectiva da Engenharia Didatica no ensino de EDO’s,
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como a dificuldade na compreensdo dos um conceito basicos: a diferenciacdo dos
conceitos de solucdo geral, solucdo singular e suas especificidades, e a
diferenciabilidade de funcbes de CVV. Conforme Javaroni (2010), para alguns
estudantes, compreender essa ideia abstrata pode ser um desafio significativo.

De modo consoante, Rachelli e Bisognin (2017) complementam essa visdo ao
destacarem que alunos com dificuldades em relacionar as representacdes analitica e
gréfica da derivada frequentemente ndo conseguem demonstrar compreensdo do
conceito de derivada e suas diversas interpretacoes.

E essa dificuldade na compreensdo da diferenciabilidade de funcdes e na
relacdo entre representacdes analitica e grafica da derivada tem implicacdes diretas

no ensino das envoltorias.

Resultados e Discusséo

Por meio desse estudo, visamos investigar o ensino de um conceito de
Equacgbes Diferenciais Ordinarias, as envoltorias de uma familia de curvas , alicergado
por uma pesquisa fundamentada nos principios da Engenharia Didatica.

Realizou-se a primeira etapa investigativa da ED, as analises preliminares,
em que ocorreu um estudo do campo epistémico matematico e se evidenciou as
operacdes necessarias para o calculo do conceito, requerendo o uso, de modo
frequente, de alguns conhecimentos prévios de diferenciabilidade de fungdes
(prevalecendo as fungdes polinomiais), que poderiam atuar como obstaculos
epistemoldgicos. Ao analisar o ensino desse conteudo matematico, também inferiu-se
que o conteudo era extremamente abstrato, e seu ensino puramente algébrico.

Por essa razdo, norteados pelas investigagbes de Alves (2016a; 2020),
optamos pela a realizacado pelo desenvolvimento de uma simulagcédo no software que
explanasse a visualizagao de alguns desses conceitos de equagdes diferencias.

Espera-se que a \visualizacdo dos conceitos proporcionem um
desenvolvimento intuitivo desses conceitos e uma melhor compreensao acerca da
diferenga entre conceitos, por exemplo: a diferenca entre uma solugao singular e uma

nao singular, e do que seriam uma familia de curvas, uma envoltoria.
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Considerac0es finais

Ao final dessa pesquisa, espera-se que nosso trabalho contribua de maneira
significativa para o campo do ensino das EDO’s . A intencéo foi detalhar e sistematizar
0s principais elementos didaticos e metodologicos envolvidos no ensino dessa
disciplina, que é fundamental para a formac&o em diversas areas das ciéncias exatas
e engenharias.

Neste trabalho foi desenvolvido um estudo acerca dos conceitos de
envoltorias e a analise de uma diferente abordagem pedagdgica, com o emprego de
tecnologia, o0 Geogebra, evidenciando em sua utilizacdo, a visualizac&o proporcionada
pelo software, a fim de facilitar a compreenséo dos alunos.

A pesquisa também buscou identificar por meio da ED, as principais
dificuldades enfrentadas pelos alunos na aprendizagem de EDO, assim como as
lacunas existentes na formacao dos professores que ensinam essa disciplina.

Portanto, ao abordar esses pontos, o trabalho espera-se que o trabalho
contribua para uma compreensdao mais ampla e profunda do ensino de EDO,

oferecendo subsidios valiosos para educadores, pesquisadores e alunos.
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